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Rettevejledning

Opgave 1. For ethvert talpar (a,b) € R? betragter vi tredjegradspoly-
nomiet Py : C — C, som er givet ved forskriften

Vz€C: Puy(z) =2+ (a+b+1)2" + (a+ab+b)z + ab.

Desuden betragter vi differentialligningerne

d? d? d
(%) d—;§+(a~|—b+1)dtf+(a+ab+b)£+ab$=0,
0g
Br  _d*x _dx
CT L 58T 8™y = 36et.
() i H oo 8+ dw = 36e
(1) Vis, at tallet 2 = —a er rod i polynomiet Py;. Bestem derneest

samtlige rgdder i polynomiet P, og angiv deres multipliciteter.

Lgsning. Ved indsattelse af 2 = —a i polynomiet Py, ser vi, at
z = —a er en rod i dette polynomium, og ved polynomiers division
opnar vi, at udsagnet

VzeC:Pup(z)=(z+a)(z®+ (b+1)z+b)

er opfyldt, og herefter finder vi, at rgdderne er z = —a,z = —1 og
z = —b.
Tilfeelde 1: Hvisa =b =1, er z = —1 en tripelrod.

Tilfeelde 2: Hvisa =1o0g b # 1, er z = —1 en dobbeltrod, og z = —b
er en simpel rod.



Tilfeelde 3: Hvis b =1 o0g a # 1, er z = —1 en dobbeltrod, og z = —a
er en simpel rod.

Tilfeelde 4: Hvisa =bog a # 1, er z = —1 en simpel rod, og z = —a =
—b er en dobbeltrod.

Tilfeelde 5: Hvis a # —1,b # —1l oga # b, er z = —1,2 = —a og
z = —b simple rgdder.

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().

Lgsning. Vi far fglgende muligheder:
Tilfselde 1:
T =cre "+ cote t +cst’e™, hvor ¢, ¢, 03 € R.

Tilfeelde 2:

bt

x=cre "+ cote™ + cze”, hvor ¢, co,c5 €R.

Tilfeelde 3:

at

r=cre '+ cote + cge”®, hvor cq,co,c5 € R.

Tilfselde 4:
r=cre "t + coe” ™ 4 cste” ™, hvor ¢y, co,c5 € R.

Tilfeelde 4:

bt

r=cre '+ coe”™ 4 c3e”, hvor ¢, c9,c5 €R.

For hvilke talpar (a,b) € R? er differentialligningen (*) globalt asymp-
totisk stabil?

Lasning. Differentialligningen (x) er globalt asymptotisk stabil, hvis
og kun hvis a > 0 og b > 0.

Bestem den fuldstaendige lgsning til differentialligningen ().

Lgsning. Vi ser, at a = b = 2, og vi geetter pa en lgsning af formen
7 = Ae'. Vi far, at A = 2, sa den fuldsteendige lgsning til differential-
ligningen (xx) er

xr = cle_t + 626_2t + c;;te_% + 2€t, hvor ¢y, c9,c3 € R.



For ethvert ¢ € R betragter vi den homogene, linesere differentialligning

P APz dx
(5 * ) ﬁ+cﬁ+ca+2&’l}=0-

(5) Opstil Routh-Hurwitz matricen As(c) for differentialligningen (* * %),

og bestem de ¢ € R for hvilke differentialligningen (* * %) er globalt
asymptotisk stabil.

Lgsning. Vi finder, at

c 2¢ 0
As(c)= 1 ¢ O
0 ¢ 2c

De ledende hovedunderdeterminanter for denne matrix er D1 = ¢, Dy =
2 —2c = c(c—2) og D3y = 2¢c(c? — 2¢) = 2¢*(c — 2). Hvis disse deter-
minanter alle skal veere positive, ma vi kraeve, at ¢ > 2.

Opgave 2. Vi betragter meengden
A={zeC||z| <1},

og for ethvert n € N betragter vi tillige afbildningen f, : A — A, som er
defineret ved forskriften

Vze A: fulz) = 2"
(1) Vis, at for ethvert n € N har afbildningen f,, mindst et fixpunkt 2* € A.
Dvs., at f(z*) = 2*.

Lgsning. Vi ser, at f, er kontinuert, og da maengden A er kompakt
og konveks, fglger pastanden af Brouwers fixpunktsseetning.

(2) For ethvert n € N skal man bestemme alle fixpunkterne for funktionen

Ja

Lgsning. For n = 1 er fi(z) = z, sa ethvert z € A er et fixpunkt for
funktionen f7.



Hvis n > 1, har man, at
fz) =2 "=282=0V"'=12=0V 2z=¢,

hvor k =0,1,...,k — 2, og € er den k’te (n — 1)’ste enhedsrod, altsa
2km . 2km
€ =COS | —— | +1SIn .
n—1 n—1

Vi betragter herefter fglgen (z,) (af punkter fra meengden A), som er
defineret ved forskriften

‘v’nEN:zn:fn(;).

(3) Vis, at folgen (z,) er konvergent, og bestem graensepunktet.

Lgsning. Vi ser, at |z,| = (3)" — 0 for n — oo, hvilket godtger, at
(zn) er konvergent, og at (z,) — 0.

(4) Lad
GeA’={zeC|lz <1}
veere vilkarligt valgt. Vis, at folgen ((,), hvor betingelsen
v ENCn:fn(CO)
er opfyldt, er konvergent, og bestem greensepunktet for denne fglge.

Lgsning. Da |(y| < 1, har vi, at |(,| — 0, for n — o0, sa ((,) er
konvergent og ((,) — 0.

Opgave 3. Vi betragter den vektorfunktion f : R* — R2, som er givet ved
forskriften

4 (1‘1, 1’2) S R2 : f(l’l, 1'2) = (I’% + X129 + 1’%, 31‘1 - 51’3)
(1) Bestem Jacobimatricen D f(x1, xz2) for vektorfunktionen f i et vilkarligt
punkt (z1,7) € R?.
Lgsning. Vi finder, at

201 + 19 1+ 22



(2)

Godtger, at Jacobimatricen D f(1,1) er reguleer, og pavis, at der findes
en aben omegn V' af (1,1) og en aben omegn W af f(1,1), sa restrik-
tionen f |y af f til V er en bijektiv afbildning af V' pa W.

Lgsning. Da Jacobimatricen

Df(l’U:(g —i@)

har determinanten D = —39, er den reguleer, og pastanden fglger nu af
seetningen om eksistensen af lokalt invers vektorfunktion.

Lgs ligningen

(u)-san=pran(27])

med hensyn til vektoren z = (x1, x3).

Lgsning. Vi ser, at f(1,1) = (3,—2), sa vi far, at

()= (%) (3 ) (220)

hvoraf man finder, at

015 1 Lo 8
T = - — — ANTa=—U — — —.
LT 3ot Mgl Ty A2 T g T g2 g

Lad (x,) veere en vilkarlig folge af punkter fra R?, og lad der veere givet
et tal r > 0, sa betingelsen

VkeN:z, € B(O,r)
er opfyldt.

Vis, at folgen (x;) har en konvergent delfglge (x;,) med greensepunkt
xo. Hvad kan man sige om ||zg||?

Lasning. Det er klart, at den afsluttede kugle B(
hvoraf vi ser, at der findes en konvergent delfglge (z,,)

xg. Desuden geelder det, at ||xo|| < r, thi zq € B(0,r).

0,7) er kompakt,
med greensepunkt

Vi betragter herefter folgen (&), som er givet ved forskriften



(5) Godtggr, at delfplgen (&,) = (f(xx,)) er konvergent med graensepunk-
tet &o = f(wo).

Lgsning. Da funktionen f er kontinuert, vil den konvergente delfslge
(wg,) blive afbildet pa den konvergente delfglge (&,) = (f(w,)), der
har greensepunktet & = f(xo).

Opgave 4. Vi betragter integralet
V2
I(x) :/ (u2+x+u—|—x2)dt.
0

Vi skal lgse det optimale kontrolproblem at minimere integralet I(x), idet
i=u—uxz 2(0)=—-3og z(v2) = 3.

(1) Opskriv Hamiltonfunktionen H = H (t, z,u, p) for dette optimale kon-
trolproblem.

Lgsning. Vi ser umiddelbart, at
H(t,z,u,p) = u* +x +u+2° +plu - z),

og Vi ser, at

o0H ) O0H
oz ou

(2) Vis, at dette optimale kontrolproblem er et minimumsproblem.

Lgsning. Vi bemaerker, at Hessematricen

H (2, u) = ( . )

er positiv definit, hvilket viser, at funktionen H = H(x,u) er (endda
strengt) konveks. Det optimale kontrolproblem er derfor et minimums-
problem.

(3) Bestem det optimale par (z*,u*), som lgser problemet.



Lgsning. Vi bemaerker, at —p = 2u + 1, sa —p = 2u. Endvidere er
u=2x+ogu=x+ . Vifinder sa, at

—p=14+2r—p&1+22+22+20+1=204+22 & 1 —2x = 1.

Den konstante funktion & = —% er en lgsning til denne differentiallig-
ning, og da det karakteristiske polynomium for den tilhgrende homo-
gene differentialligning er P(\) = A\?—2, bliver den fuldstaendige lgsning
abenbart

1
x = AeV? + Be V2 — 27 hvor A, B € R.

Daz(0)=A+B—1=—3 er B=—A,sa

1
r=A (eﬁt — e’\/it) — 3 hvor A € R.

Daz(vV2)=A(e?—e?)—1=3 et A= 2, = 2¢_ Vi har derfor,

e2—e—2 et—1-°
at

. 2 <€\/§t B efﬂt) B ;

sa

2 2
i = = (\/Eeﬁt + ﬂe‘ﬁt> .
et —1

Da far vi, at u* = 2* + 2*, hvoraf vi da finder, at

. 2¢2 _ 1
U= ((\/§+1)e\/§t+(\/§—1)e ﬁt) — 5




